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摘要  薄板问题的控制方程为四阶微分方程，因而当采用伽辽金法进行分析时，形函数需要满足 C1连续性要求，
且至少使用二次基函数才能保证方法的收敛性。无网格形函数虽然易于满足 C1连续性要求，但由于不是多项式，
其二阶导数的计算较为复杂耗时，同时也对刚度矩阵的数值积分提出了更高的要求。本文提出了一种薄板分析的线
性基梯度光滑伽辽金无网格法，该方法的基础是线性基无网格形函数的光滑梯度。在梯度光滑构造的理论框架内，
无网格形函数的二阶光滑梯度可以表示为形函数一阶梯度的线性组合，因而可以提高形函数二阶梯度的计算效率。
分析表明，线性基无网格形函数的光滑梯度不仅满足其固有的线性梯度一致性条件，还满足本属于二次基函数对应
的额外高阶一致性条件，因此能够恰当地运用到薄板结构的伽辽金分析。此外，插值误差分析也很好地验证了线性
基无网格光滑梯度的收敛特性。算例结果进一步表明，线性基梯度光滑伽辽金无网格法的收敛率与传统二次基伽辽
金无网格法相当，但精度更高，同时刚度矩阵所需的高斯积分点数明显减少。 
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Abstract  The fourth order governing equation of thin plate necessitates the employment of C1 continuous shape 
functions with a minimum degree of two in a Galerkin formulation. Thus at least a quadratic basis function should 
be utilized in meshfree approximation to enable the Galerkin meshfree thin plate analysis. However, due to the 
rational nature of reproducing kernel meshfree shape functions, the computation of the second order derivatives of 
meshfree shape functions is quite complex and costly, which also requires expensive high order Gauss quadrature 
rules to properly integrate the stiffness matrix. In this work, a gradient smoothing Galerkin meshfree method with 
particular reference to the linear basis function is proposed for thin plate analysis. The foundation of the present 
development is the construction of smoothed meshfree gradients with linear basis function, where the second order 
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smoothed gradients are expressed as combinations of standard first order gradients and the computational burden is 
remarkably reduced. Furthermore, it is shown that the smoothed meshfree gradients with linear basis function 
satisfy both the linear and quadratic gradient consistency conditions and consequently they are adequate for thin 
plate analysis in the context of Galerkin formulation. An interpolation error study is given as well to validate the 
higher order consistency conditions and applicability of smoothed meshfree gradients for Galerkin analysis of thin 
plates. It turns out that efficient lower order Gauss integration rules now work well for the proposed method. 
Numerical results demonstrate that compared with the conventional Galerkin meshfree method with quadratic basis 
function, the proposed gradient smoothing Galerkin meshfree method with linear basis function yields similar 
convergence rates, but with better accuracy and less integration points for stiffness computation.  
Key words  Galerkin meshfree method, linear basis function, thin plate, gradient smoothing, consistency condition
引  言 
薄板结构具有广泛的工程应用，但其四阶控制
方程给计算分析带来了相当的困难，即使采用基于
弱形式的伽辽金法进行分析，也需要具有 C1 连续性
的二次基函数构造的形函数才能保证数值解的收敛
性[1]。受限于单元离散，有限元法仍然缺乏构造 C1
形函数的简单有效的方法[1,2]。无网格法基于节点离
散，可以不依赖单元建立任意高阶连续的形函数，
为薄板分析提供了一种行之有效的方法[3-7]。例如，
Krysl 和 Belytschko[8]首先采用伽辽金无网格法分析
了薄板结构，Liu 和 Chen[9]基于伽辽金无网格法进
行了薄板振动分析，龙述尧和 Atluri[10]将局部彼得
罗夫伽辽金无网格法推广至薄板分析，Lu 等人[11]
提出了形函数具有插值特性的再生核有限元薄板分
析方法，刘岩等人 [12]提出了一种薄板分析的
Hermite 径向点插值无网格法，马丽红等人[13]结合
区间分析法和无网格法对 Winkler 地基薄板进行了
分析。为了使无网格形函数具有插值特性，Bui 和
Nguyen[14]应用移动 Kriging 无网格法研究了薄板振
动问题，崔向阳等人[15]提出了一种薄板分析的光滑
点插值方法。Millan 等人[16]研究了形函数具有凸近
似特性的薄板壳结构最大熵无网格分析方法，张汉
杰等人[17]基于准凸的等几何无网格耦合方法分析
了含裂缝薄板振动问题。王东东等人[18-22]系统地发
展了薄板分析的 Hermite 再生核无网格法和配套的
稳定子域高效数值积分方法，Tanaka 等人[23]采用
Hermite 再生核无网格法进行了薄板的几何非线性
分析。然而值得注意的是，无网格形函数通常不是
多项式，例如常用的移动最小二乘和再生核无网格
形函数[3,5]，因此其导数计算，尤其是高阶导数的计
算较为复杂耗时，同时也给刚度矩阵的数值积分带
来了很大的困难[24-26]。已有工作虽然针对薄板问题
提出了一些高效数值积分方法[18]，但发展更为简洁
高效的无网格法仍然是一个值得关注的重要问题。 
另一方面，文献[27]提出了一种简洁的无网格形
函数光滑梯度构造方法，并将其用于构造二阶问题
的配点型无网格法，相应计算结果表明该方法可以
有效解决奇数次基函数无网格配点法的收敛率下降
问题，实现超收敛计算。在此基础上，本文着重讨
论了线性基无网格形函数的一阶和二阶光滑梯度，
分析了其对应的标准线性一致性条件和额外的二阶
一致性条件。因此，仅采用线性基无网格形函数便
可实现通常需要采用二次基函数才能满足的二阶一
致性条件，所以相关的二阶光滑梯度能够直接用于
薄板问题的伽辽金无网格分析，构造一种薄板分析
的线性基伽辽金无网格法。文中通过对比分析表明，
线性基无网格形函数的光滑梯度有效降低了二次基
无网格形函数的标准梯度的震荡性，因此采用较少
的积分点便可保证计算精度。例如，二次基伽辽金
无网格法通常需要采用 6×6 的高斯积分才能达到
理论收敛率，而本文的线性基梯度光滑无网格法仅
用 2×2 的高斯积分便可以得到与之相当的结果。文
中通过系列梁和板算例验证了线性基梯度光滑无网
格法的精度和收敛性。  
1 薄板控制方程 
考虑图 1 所示的薄板结构，其中面为，边界
为，厚度为 t 。中面 内一点 x处的挠度为 ( )w x ，
其相应的转角向量 ( )θ x 和曲率向量 ( )κ x 为： 
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图 1 薄板问题示意图 
Fig.1 Sign convention of thin plate 
 
对于线弹性材料，应力矩向量m和曲率向量 κ
之间的本构关系为： 
  m Dκ  (3) 
其中 
 {   } Txx yy xym m mm  (4) 
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式(5)中 E 和 分别为材料的杨氏模量和泊松比，D
为薄板的抗弯刚度。 
由于无网格形函数一般不具有插值特性，这里
采用拉格朗日乘子的方法施加挠度和转角边界条
件，相应的薄板问题等效积分弱形式为： 
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其中， q 是作用在薄板上的竖向荷载， w 和  是
强制挠度和转角边界， , n nw 是沿着边界外法向 n
的转角， w 和n 是给定的挠度和转角， 
w 和  是
对应于挠度和转角的拉格朗日乘子。由于式(6)中的
κ 项包含挠度的二阶导数，因此至少需要采用二次
基函数才能保证伽辽金方法的收敛性[1]。 
2 无网格形函数 
本文采用移动最小二乘或再生核无网格形函
数，当采用多项式基函数时，这两种无网格形函数
其实是等同的。因此，不失一般性，这里以再生核
形函数为例说明无网格形函数的构造特点。对于薄
板问题，一般将薄板中面 及其边界离散为一组
节 点   1
NP
I I
x ， 每 个 节 点 Ix 对 应 一 个 形 函 数
( ) I x 。根据再生核无网格近似理论
[5]，薄板挠度
( )w x 对应的无网格近似解 ( )hw x 可表示为： 
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其中， Id 为与节点 Ix 对应的节点系数。无网格形
函数 ( ) I x 具有如下形式： 
 ( ) ( ) ( ) ( )TI I s I   x p x x c x x x  (8) 
式中 ( )c x 是依赖于位置 x的一个待定系数向量。
( )p x 为 p阶单项式基向量，即： 
 2 2( ) {1,  ,  ,  ,  ,  ,  ..., ,  ...,  }  p p Tx y x xy y x yp x  (9) 
式中 p 为基函数的阶次。 ( )s I x x 为附属于节点
Ix 的核函数，具有紧支性，下标 s 表示其影响域：
( )Isupp x 。本文采用如下的五次 B 样条核函数： 
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其中， r 表示相邻节点之间的相对距离。二维核函
数可以方便地通过两个一维核函数的张量积形式进
行构造： 
 ( ) ( ) ( )
x ys I s x s y
r r   x x  (11) 
其中， / x xIr sx x ， / y yIr sy y ， xs 和 ys 分
别代表了 x 和 y 方向的影响域大小。 
为了保证无网格近似的一致性或完备性，形函
数 ( ) I x 需要满足下列的再生条件或一致性条件： 
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将式(8)代入式(13)中有： 
 ( ) ( ) ( )A x c x p x  (14) 
式中 ( )A x 称作矩量矩阵： 
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由式(14)有 1( ) ( ) ( )c x A x p x ，将其代入式(8)可得
无网格形函数： 
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 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )TI I s I
   x p 0 A x p x x x x   (16) 
对式(16)直接微分，无网格形函数的一阶和二
阶导数可以表示为： 
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其中 ( ) I Ip p x x ， ( ) sI s I  x x ，下标中逗号
为微分算子，{ , } { , }i j x y 。 1,i
A 和 1,ij
A 为： 
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由式(16)-(19)可以看出，由于无网格形函数为
有理式，其导数计算相当繁琐复杂，且计算效率较
低。此外，无网格形函数导数的复杂特点也直接导
致了通常需要采用高阶的高斯积分才能得到收敛的
结果，进一步降低了计算效率。 
注意到式(12)定义的无网格形函数的一致性或
完备条件是无网格法收敛性的保证，对其直接微分
可得到无网格形函数标准梯度应满足的一致性条
件。具体到二维二次基函数，相应的一阶和二阶梯
度的一致性条件为： 
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值得注意的是，要使得式(21)成立，无网格形函数
至少要采用二次基函数。 
3 无网格梯度光滑方法及一致性条件 
3.1 无网格形函数的光滑梯度 
根据梯度光滑理论[24]，无网格形函数的光滑
梯度，记作 , ( )I i x ，可以表示成： 
 , ,,I i I i d   x x y y ( ) ( ) ( )   (22) 
其中 , x y( )是光滑函数。方便起见，计算中可以
选 取 无 网格 形 函 数作 为 光 滑函 数 [27-29] ， 即
, = ( )J J x x x( ) 。因而，在离散情况下，无网格形
函数的一阶光滑导数，记作 , ( )I i x ，可以表示为
如下形式： 
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对式(23)直接微分可得无网格形函数的二阶光滑梯
度： 
 , , ,
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( ) ( ) ( )
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I ij J j I i J
J 
   x x x   (24) 
图 2 和图 3 分别对比了一维和二维无网格形函
数的标准梯度与光滑梯度之间的区别，其中标准梯
度采用的是二次基函数 ( 2)p  ，光滑梯度采用的
是线性基函数 ( 1)p  。从图中可以看出，线性基无
网格形函数的光滑梯度甚至比采用二次基函数的无
网格形函数的标准梯度更加光滑，震荡性更小。同
时，经过梯度光滑构造，形函数光滑梯度的影响域
出现叠加效应，其影响域大于标准梯度的影响域。
因此，基于梯度光滑方法，采用线性基函数仍然可
以得到光滑的二阶梯度。 
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(a)                            (b) 
图 2 一维无网格形函数标准梯度与光滑梯度对比： 
(a) 标准梯度； (b) 光滑梯度 
Fig.2 Comparison of 1D standard and smoothed meshfree gradients:  
(a) standard gradients; (b) smoothed gradients 
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(a)                            (b) 
图 3 二维无网格形函数标准梯度与光滑梯度对比： 
(a) 标准梯度；(b) 光滑梯度 
Fig.3 Comparison of 2D standard and smoothed meshfree gradients:  
(a) standard gradients; (b) smoothed gradients 
3.2 线性基形函数光滑梯度的线性一致性条件 
如前所述，形函数的一致性条件是收敛性的保
证。因此这里首先证明线性基无网格形函数的光滑
梯度满足类似于式(20)给出的无网格形函数标准梯
度对应的常规一致性条件。对于一阶光滑梯度，
有： 
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式(25)和(26)的推导使用了式(12)。同理可得： 
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图 4(a)验证了在一维情况下，线性基无网格形
函数光滑梯度的常规一致性条件。可以看出，线性
基无网格形函数的一阶光滑梯度是满足式(26)和(27)
给出的一致性条件。与一维情况类似，图 4(b)验证
了二维线性基无网格形函数的一阶光滑梯度满足一
致性条件。 
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图 4 线性基无网格形函数一阶光滑梯度的常规一致性条件: 
(a)一维情况；(b)二维情况  
Fig.4 Standard consistency conditions for the first order smoothed meshfree 
gradients with linear basis function: (a) 1D case; (b) 2D case 
3.3 线性基形函数光滑梯度的二阶一致性条件 
除了常规的线性一致性条件，这里进一步证明，
在均布离散条件下，线性基函数无网格形函数的二
阶光滑梯度还满足二次基函数无网格形函数标准二
阶梯度对应的式(21)给出的一致性条件。 
首先考虑式(21)的第一个条件，即： 
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(28) 
其中，  IJ I Jx x x 。此外，注意到对于均布无网格
离散，形函数周期性分布的特点使得如下关系成立： 
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因而，式(28)可以进一步简化为： 
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于是有： 
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按照类似的方法，可以进一步证明： 
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值得注意的是，式(31)-(33)的证明过程并不依
赖于式(21)所给出的二阶一致性条件。因此，在仅
采用线性基函数构造无网格形函数的情况下，通过
梯度光滑的方法可以构造出满足二阶一致性条件的
二阶光滑梯度。而在标准无网格形函数的范畴，只
有采用二次基函数的无网格形函数才能满足二阶一
致性条件，所以这里将式(31)-(33)称之为额外高阶
一致性条件。 
图 5(a)和(b)分别验证了一维和二维线性基无网
格形函数二阶光滑梯度满足的额外高阶一致性条
件。为了便于对比，图中也给出了线性基无网格形
函数标准二阶梯度对应的二阶一致性条件。由图可
知，线性基无网格形函数的二阶光滑梯度可以满足
额外高阶一致性条件，而线性基无网格形函数的标
准二阶梯度则不满足。这为构造薄板分析的线性基 
无网格梯度光滑伽辽金方法提供了必要条件。 
 
2
,
=1
( )
NP
I xx I
I
x x 2,
=1
( ) 2
NP
I xx I
I
x x 
 
(a) 
2
1
) 2I, (
NP
xx I
I
x

  x
 
(b) 
图 5 线性基无网格形函数二阶光滑梯度的二阶一致性条件: 
 (a)一维情况；(b)二维情况   
Fig.5 Extra quadratic consistency conditions for the second order smoothed 
meshfree gradients with linear basis function: (a) 1D case; (b) 2D case 
3.4 插值误差分析 
为了更深入研究线性基无网格形函数光滑梯
度，本小节根据下面的误差形式对其进行插值精度
分析： 
 2 1/2 2 1/ 22 error = ( ) ) / ( )
hL w w d w d
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   (   (34) 
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其中 w ， ,iw 和 ,ijw 及
hw ， ,
h
iw 和 ,
h
ijw 分别表示精确解
及无网格近似解，这些变量分别对应于薄板结构的
挠度、转角和曲率。 
在插值精度分析中，考虑如下的一维和二维挠
度函数： 
 3 21 1 4 5( ) (1 ) ( ) 1
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 ( ) sin( )sin( ) w x yx  (38) 
另一方面， hw 由式(7)给出， ,
h
iw 和 ,
h
ijw 分别为： 
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I
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式中 ( )I Id w x 。 
图 6 给出了一维和二维线性基无网格形函数及
其光滑梯度的插值误差。从图中可见，一维和二维
线性基无网格形函数光滑梯度的插值误差有类似的
收敛特性，其中对应 2L 、 1sH 和 2sH 三种不同度量形
式的收敛率分别为 2，2，1，具有与二次基无网格
形函数标准梯度相同的收敛特性，但无网格形函数
所采用的基函数阶次降低了一次。
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(a)                                                  (b) 
图 6 线性基无网格形函数及光滑梯度的插值误差：(a)一维情况；(b)二维情况 
Fig.6 Comparison of interpolation errors of smoothed meshfree gradients with linear basis function: (a) 1D case; (b) 2D case
4 薄板分析的线性基梯度光滑伽辽金无网格
法离散方程 
将式(7)、(39)及(40)的无网格离散代入薄板问题
的等效积分弱形式(6)，可得线性基梯度光滑伽辽金
无网格法的离散方程： 
 Kd f   (41) 
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式中 A为组装算子[2]， NW 和 NR分别表示边界w
和  的无网格离散点个数， KN 为对应于拉格朗日
乘子离散的一维拉格朗日插值函数。对于刚度矩阵，
本文采用高斯积分进行计算。例如，二维情况下，
对于线性基梯度光滑伽辽金方法，采用 2×2 的高斯
积分方案，而对于标准的二次基伽辽金方法则使用
6×6 的高斯积分方案。 
5 算例 
本小节通过三个典型算例，对线性基梯度光滑
伽辽金无网格法的精度进行了系统的分析。方便起
见，分别用“QMF”和“LGSMF”代表标准二次基伽辽
金无网格法和线性基梯度光滑伽辽金无网格法。算
例中的影响域大小均为相对影响域尺度，即节点之
间距离的倍数。 
5.1 欧拉梁问题 
首先，考虑与薄板问题具有相同性质的一维梁
问题。本算例简支梁的材料与几何参数为：长度
10L  ，截面宽度 0.1b ，高度 0.2t ，杨氏模量
62 10 E ，受到均布荷载 ( ) 1q x   的作用。计算中
取 21、41、81、161 个节点进行收敛率分析，QMF
的核函数影响域取 2.3，LGSMF 的核函数影响域取
1.3。图 7 为相应的挠度、转角和曲率的收敛率结果，
即 2、2 和 1，QMF 和 LGSMF 两种方法的收敛率基
本相同，与前述的插值误差分析结果一致，但本文
所提的基于线性基函数的 LGSMF 方法的精度高于
采用二次基函数的 QMF 方法。图 8 和图 9 给出了
21 个节点无网格离散模型对应的挠度、转角、曲率
的计算结果及其误差分布图，进一步表明 LGSMF
方法的计算误差小于传统的 QMF 方法。此外，图
10 为线性分布荷载 ( )  q x x 作用下悬臂梁问题的
收敛特性分析，其结果与简支梁问题的结果完全一
致，仍然说明 LGSMF 方法的计算精度优于 QMF
方法。
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图 7 简支梁问题的收敛率对比 
Fig.7 Convergence comparison for the simply supported beam problem 
 
图 8 简支梁问题的结果对比 
Fig.8 Comparison of results for the simply supported beam problem 
 
图 9 简支梁问题的误差对比 
Fig.9 Error comparison for the simply supported beam problem 
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图 10 悬臂梁问题的收敛率对比 
Fig.10 Convergence comparison for the cantilever beam problem 
5.2 简支方板和矩形板问题 
考虑图 11 所示的简支板，其长度为 xL ，宽度
为 yL ，厚度 0.1t  ，杨氏模量
62 10 E ，泊松比
0.3 。该问题的解析解为： 
 ( ) sin( )sin( )
x y
x y
w
L L
 
 x  (51) 
其对应的分布荷载为 2 2( ) ( )q D w  x x 。 
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图 11 简支方板问题示意图 
Fig.11 Description of the simply supported square plate problem 
 
首先考虑简支方板问题，其几何尺寸为
10x yL L  ，无网格离散模型见图 12，其中四个模
型的无网格节点数分别 11×11、21×21、31×31 和
41×41。计算中 QMF 方法的核函数影响域取 2.4，
而 LGSMF 方法的核函数影响域取 1.1。图 13 给出
了该板问题的挠度、转角和曲率收敛率分析，相应
的收敛率为 2、2、1，QMF 和 LGSMF 两种方法的
收敛率大致相同。图 14 给出了 41×41 个节点无网
格离散模型对应的挠度、转角、曲率误差分布图。
图 13 和 14 的结果均表明 LGSMF 方法的精度更高。
对于 10xL  、 5yL  的矩形板问题，采用 11×11、
21×21、31×31 和 41×41 的无网格离散模型对应收敛
率的结果见图 15，同样表明 LGSMF 方法具有更高
的计算精度。
 
图 12 简支方板的无网格离散模型 
Fig.12 Meshfree discretizations for the simply supported square plate problem
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图 13 简支方板问题的收敛率对比 
Fig.13 Convergence comparison for the simply supported square plate problem 
QMF QMF QMF
LGSMF LGSMF LGSMF
 
图 14 简支方板问题的误差对比 
Fig.14 Error comparison for the simply supported square plate problem 
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图 15 简支矩形板问题的收敛率对比 
Fig.15 Convergence comparison for the simply supported rectangular plate problem 
5.3 固支圆板问题 
考虑图 16 所示的受均布荷载 10q   作用周边
固支圆板，其几何和材料参数为：半径 5R ，厚度
0.1t  ，杨氏模量 62 10 E ，泊松比 0.3 。该问
题的精确解[30]为： 
 2 2 2 2( ) ( )
64
q
w R x y
D
  x   (52) 
图 17 列出了圆板问题的无网格离散模型，分别
对应 121、361、729、1089 个无网格离散节点。由
于圆板本身的几何特性，无网格离散模型中节点呈
现非均匀分布特性。伽辽金无网格分析中，采用二
次基函数的 QMF 方法的核函数影响域为 2.2，采用
线性基函数的 LGSMF 方法的核函数影响域为 1.5。
注意到由于基函数阶次不同，QMF 方法的影响域至
少要大于 2，而 LGSMF 方法的最小影响域为 1。图
18 给出了圆板问题的挠度、转角和曲率的收敛率计
算结果。可见，对于非均匀节点离散的圆板问题，
虽然线性基形函数光滑梯度不严格满足二阶一致性
条件，但采用线性基函数的 LGSMF 方法的精度仍
然高于采用二次基函数的传统 QMF 方法，并能达
到与方板问题相当的收敛率。 
 
RO
10q  
 
图 16 固支圆板问题示意图 
Fig.16 Description of the clamped circular plate problem
 
图 17 固支圆板无网格离散模型 
Figure.17 Meshfree discretizations for the clamped circular plate problem
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图 18 固支圆板问题的收敛率对比 
Figure.18 Convergence comparison for the clamped circular plate problem
6. 结论 
薄板分析的四阶控制方程要求采用至少二次基
无网格形函数来保证伽辽金方法的收敛性。本文通
过引入梯度光滑理论，构建了线性基无网格形函数
的光滑梯度，进而建立了一种薄板分析的线性基梯
度光滑伽辽金无网格法。该方法采用的线性基无网
格形函数的光滑梯度不仅满足常规的线性梯度一致
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性条件，而且在一定条件下还满足二次基无网格形
函数对应的标准二阶梯度一致性条件，使得采用线
性基无网格形函数就能够进行薄板问题分析，降低
了计算复杂度，为采用低次基函数快速求解高阶问
题提供了一种有效的数值工具。 
与二次基伽辽金无网格法相比，线性基梯度光
滑伽辽金无网格法避免了繁琐的无网格形函数二阶
梯度计算，而且光滑梯度有效降低了无网格形函数
二阶梯度的震荡性，因而采用较少的积分点就可以
保证计算精度。例如，文中线性基梯度光滑伽辽金
无网格法仅需采用 2 点高斯积分方案，而传统的二
次基伽辽金无网格法需要采用 6 点高斯积分方案。
文中通过插值误差分析和数值算例，系统地验证了
线性基梯度光滑伽辽金无网格法的精度。结果表明，
线性基梯度光滑伽辽金无网格法和二次基伽辽金无
网格法的收敛率相当，但前者精度更优，且所需基
函数阶次降低了一次。 
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